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Santrauka
Ðiame straipsnyje nagrinëjami þmoniø mirtingu-
mo prieþasèiø rodikliai Europos Sàjungos vals-
tybëse. Nustatytos aproksimuojanèios funkcijos, 
jø parametrai ir atitinkami Pirsono koreliacijos 
koeficientai, kuriø vertës kinta nuo 0,907 iki 
0,998, o vidutinë koreliacijos koeficiento reikð-
më r = 0,976±0,042. Gauta ketvirtos eilës dife-
rencialinë evoliucinë lygtis, kurios sprendinys 
yra pasiûlyta funkcijø klasë. Nustatytas sàryðis 
tarp evoliucinës lygties pradiniø sàlygø ir ap-
roksimuojanèios funkcijos parametrø. Trumpai 
aptartas matematinio modelio galimas tolimesnis 
vystymas.

ÁVADAS
Ðiuo metu pagrindinis dëmesys skiriamas antropo-

geniniams poveikiams á gyvus organizmus ir þmogø. 
Þmonës yra biosferos dalis, taip pat kaip ir bet koks 
gyvas organizmas. Todël natûralu, kad þmogus prisitaiko 
prie iðorinës aplinkos. Pavyzdþiui, þmogaus organizmo 
reakcija á temperatûros poveiká, apðvietimà. Iðorinë 
aplinka nëra tiktai atmosfera ir matoma radiacija, tai ir 
elektromagnetiniai, gravitaciniai, akustiniai ir seisminiai 
laukai. Apskritai þmoniø sveikatà ir þmogaus organizmo 
funkcijas veikia ir vidiniai, ir iðoriniai veiksniai [1]. Ið 
visø ligø, kurios labiausiai trumpina þmogaus gyvenimo 
amþiø, galima iðskirti tokias: piktybiniai navikai, krau-
jotakos, kvëpavimo ir virðkinimo sistemos ligos [2, 3]. 
Naudojant 10-tos perþiûros Tarptautinæ ligø klasifikacijà 
yra apskaièiuojami rodikliai pagal atskiras ligas. Tokiu 
bûdu nustatytus rodiklius galima palyginti tarp ávairiø 
ðaliø ir vienoje ðalyje, stebimos jø kitimø tendencijos 
laike. 

Ðiuo metu Lietuvoje gyventojø sveikatos bûklei api-
bûdinti daþniausiai naudojami mirtingumo rodikliai. 
Jiems apskaièiuoti naudojami Respublikos miestuose 
ir rajonuose vykdomø registrø duomenys. Mirtingumo 

rodiklis M – mirusiøjø dël tam tikrø ligø (prieþasèiø) 
skaièius per metus 100 000 gyventojø [4]: 

Iki 45−50 metø þmogaus atsparumas ligoms ir svei-
katos pakenkimams maþëja palengva, po to imuninë 
sistema persitvarko dësningam senëjimo procesui ir 
organizmo atsparumas pradeda sparèiai maþëti, todël 
vyresniojo amþiaus þmonës, kaip ir vaikai bei nëðèios 
moterys, yra priskiriami padidintos rizikos grupei [2]. 

Tikëtina, kad jaunimas gyvens ilgiau nei anksèiau, 
nes þmoniø gyvenimo trukmës vidurkis Europoje padi-
dëjo ir ðiuo metu svyruoja apie 71 metus Latvijoje ir 81 
metus Ispanijoje, Prancûzijoje ir Ðvedijoje. Taèiau dël 
eismo ávykiø, saviþudybiø, narkotikø vartojimo ir AIDS 
jauni europieèiai mirðta daþniau nei vyresniojo amþiaus 
þmonës Europoje [5, 6].

Lietuvos gyventojø mirtingumo pasiskirstymas pagal 
pagrindines mirèiø prieþastis jau daugelá metø nesikeièia 
ir yra panaðus á ES ðaliø pasiskirstymà [7, 8]. Daugiausia 
(86%) mirties atvejø teko trims pagrindinëms mirties 
prieþasèiø grupëms: kraujotakos sistemos ligoms, pik-
tybiniams navikams ir nelaimingiems atsitikimams, ap-
sinuodijimams, traumoms [9]. Nenatûraliø mirèiø dalis, 
kuriai priklauso nelaimingi atsitikimai, apsinuodijimai, 
traumos, Lietuvoje yra þenkliai didesnë negu ekonomið-
kai iðsivysèiusiose Europos ðalyse [4]. 

Ðirdies ir kraujagysliø ligos vis dar aktuali problema 
ðiuolaikinëje medicinoje [10, 11]. 2009 m. daugiau nei 
pusë visø mirusiøjø (55,4 %) mirë nuo kraujotakos siste-
mos ligø, ið kuriø didþioji dalis buvo 65 metø ir vyresnio 
amþiaus asmenys. 2009 m. nuo piktybiniø navikø mirë 
19,3 % visø mirusiøjø. Mirtingumo lygis dël iðoriniø 
mirties prieþasèiø ðalyje iðlieka aukðtas, ypaè tarp jau-
no ir vidutinio amþiaus þmoniø. Didþiàjà mirtingumo 
dël iðoriniø mirties prieþasèiø dalá sudaro saviþudybës 
– 27,3 %, transporto ávykiai – 11 %, nukritimai – 8,5 %, 
atsitiktinis apsinuodijimas alkoholiu – 8,3 %. Nuo 2004 
m. Lietuvoje ketvirtoje mirties prieþasèiø struktûros 
vietoje ásitvirtina virðkinimo sistemos ligos, pakeitusios 
ilgà laikà ðià vietà uþëmusias kvëpavimo sistemos ligas. 

ÞMOGAUS MIRTINGUMO PRIEÞASÈIØ MATEMATINËS 
ANALIZËS ELEMENTAI

PAULIUS MIÐKINIS, VAIDA VALUNTAITË, JOVITA DAMAUSKAITË
Vilniaus Gedimino technikos universitetas

VISUOMENËS SVEIKATA

Þurnalo tinklalapis: http://sm-hs.eu                                                       Adresas susiraðinëti: Vaida Valuntaitë, el. p.:  Vaida.Valuntaite@vgtu.lt

ISSN 1392-6373
SVEIKATOS MOKSLAI
Volume 21, Number 2, 2011, p. 11-14



12

2009 m. nuo virðkinimo sistemos ligø mirë 5,3 % visø 
mirusiøjø [9].

Lietuvos vyrø ir moterø mirtingumas skiriasi ne tik 
dël genetiniø faktoriø, bet ir dël kai kuriø ligø [12, 13, 
14]. Vyrø apie penktadalio mirèiø prieþastis yra traumos 
ir kitos priverstinës mirtys, o moterø mirtingumas dël 
iðoriniø prieþasèiø yra apie 6 %. Beveik du treèdaliai 
moterø mirèiø ávyksta dël kraujotakos sistemos ligø, vyrø 
mirtingumas dël ðiø ligø sudaro maþiau nei pusæ visø 
mirèiø. Taèiau Lietuvoje vyrai daug daþniau mirðta dël 
kvëpavimo sistemos ligø [9].

Ðiame straipsnyje nagrinëjami ES ir jos 27 valstybiø 
nariø (Airijos, Austrijos, Belgijos, Bulgarijos, Èekijos, 
Danijos, Didþiosios Britanijos, Estijos, Graikijos, Ispa-
nijos, Italijos, Kipro, Latvijos, Lietuvos, Liuksemburgo, 
Lenkijos, Maltos, Olandijos, Portugalijos, Prancûzijos, 
Rumunijos, Slovakijos, Slovënijos, Suomijos, Ðvedijos, 
Vengrijos, Vokietijos) þmoniø mirtingumo prieþasèiø 
rodikliai.

Darbo tikslas − sukurti þmoniø mirtingumo rodikliø 
matematiná modelá, t. y. nustatyti aproksimuojanèias 
funkcijas ir diferencialinæ evoliucinæ lygtá bei pradines 
sàlygas ir sàryðá su pagrindiniais modelio parametrais.

STATISTINIØ DUOMENØ APROKSIMACIJA. 
MATEMATINIS MODELIS
Pirmame paveiksle matoma, kad ið esmës þmoniø 

mirtingumo prieþastys atitinkamai amþiaus grupei 
yra skirtingos. Daugelio daugiau kaip 45 metø þmo-
niø mirtingumo prieþastys yra piktybiniai navikai 
ir kraujotakos bei kvëpavimo sistemos ligos, tuo 
tarpu jaunimas daþniausiai tampa aukomis dël ið-
oriniø mirties prieþasèiø, tokiø kaip eismo ávykiai, 

atsitiktiniai nukritimai, saviþudybës ar smurtas [15].
Turint statistinius duomenis (1 pav.) svarbu teisingai 

pasirinkti aproksimuojanèiø funkcijø klasæ. Jei nëra pa-
pildomø faktoriø (fiziniø, cheminiø, biologiniø), kurie 
leistø pasirinkti kokybiðkà funkcijø klasæ, paprasèiausia 
aproksimacija yra polinominë. Tiesinë aproksimacija 
mûsø atveju yra per grubi. Taèiau aproksimuojant aukð-
tesnio laipsnio polinomais sudëtinga parinkti tinkamà 
polinomo laipsná. 

“Tais atvejais, kai empirinëms formulëms naudojami 
polinomai, atsiranda optimalaus polinomo laipsnio pro-
blema: maþo laipsnio polinomas pakankamai grubiai 
apibûdins empirinius duomenis, o aukðto laipsnio po-
linominis artëjimas, ne eliminuos eksperimento „triukð-
mà“, t. y. polinomo koeficientai labai priklausys nuo 
pradiniø duomenø paklaidø. Kai polinomo laipsnis bus 
lygus N-1, kur N – statistiniø taðkø skaièius, tai polinomas 
idealiai apibûdins visus pradinius duomenis ir pilnai ið-
saugos visà statistiniø duomenø paklaidø átakà“ [16].

Pasirenkant polinomo laipsná N vadovausimës prin-
cipu: N turi bûti toks, kad uþtikrintø minimalø nuokrypá 
nuo tiesinës priklausomybës. Laikydami, kad laikui t 
artëjant á begalybæ susirgimø skaièius N(t) turi artëti á 
nulá, aproksimuojanèiø funkcijø klasæ apibûdinsime 
formule:

                                                                      

Ið (1) formulës seka, kad koeficientø a, b, c, k di-
mensijos yra: [a] = T− 3; [b] = T− 2; [c] = [k] = T− 1, èia 
T yra laiko matavimo vienetas. Þenklas „−“ prie b koe-
ficiento pasirinktas dël patogumo, kad –b koeficiento 
reikðmës bûtø teigiamos. Parametras k yra natûralus 
laiko pasirinkimo mastelis, pvz., mûsø atveju (metai)− 1. 
Vienetinë reikðmë prie maþiausio polinomo laipsnio 
leidþia interpretuoti parametrà N0, kai pradinë reikðmë 
lygi N0 = N(0).

Naudojant kompiuterinæ programà Matematica v.7.0 

1 pav. Þmoniø mirtingumo prieþastys (%) Europoje 2006 m. 
skirtingoms amþiaus grupëms.

1 lentelë. Aproksimuojanèios funkcijos parametrø ir Pirsono 
koreliacijos koeficientø reikðmës. 

(1)
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(licencija L2990-7548) apskaièiuojame aproksimuojan-
èiø funkcijø parametrus ir koreliacijos koeficientus r. Jø 
dydþiai pateikti 1 lentelëje.

Pirmoje lentelëje matoma, kad parametras k kinta 
maþiausiai. Jo maþà pokytá galima interpretuoti kaip 
skirtingø susirgimø biologinio laiko mastelio vieningu-
mà. Ðiek tiek skiriasi tik iðoriniø prieþasèiø k koeficien-
tas. Aproksimuojanèiø funkcijø ðeimà ið esmës sudaro 
likusieji parametrai N0, a, b, c. Koeficiento N0 reikðmæ 
galima interpretuoti kaip ágimtø ligø skaièiø. Pirsono 
koreliacijos koeficientai pakankamai dideli, o tai rodo 
gerà statistiniø duomenø aproksimacijà. Jø vertës kinta 
nuo 0,907 iki 0,998: (vidutinë koreliacijos koeficiento 
reikðmë − 0,976±0,042). Kaip ir buvo galima tikëtis 
maþiausias koreliacijos koeficientas 0,907 nustatytas 
navikø atvejø. 

Turëdami aproksimuojanèiø funkcijø klasæ, statisti-
nius mirtingumo prieþasèiø duomenis galima palyginti 
su aproksimuojanèios funkcijos parametrø reikðmëmis 
(1 lentelë). Palyginimas pateiktas 2 paveiksle.

Daþnas statistiniø duomenø apdorojimo atvejis, kai 
aproksimuojanèiø funkcijø nustatymas sudaro statis-
tiniø duomenø analizës pabaigà. Pabandykime iðkelti 
sau didesná uþdaviná ir nustatyti diferencialinæ lygtá bei 
pradines sàlygas, kurios sprendiniu bûtø aproksimuo-
janti funkcija. Tikslas – sudaryti mirtingumo prieþasèiø 
dinamikos matematiná modelá. 

Deja, neturime papildomos nematematinio pobûdþio 
informacijos, padedanèios kurti ðá modelá. Atsiþvelgdami 
á netiesiná ir nemonotoná mirtingumo dinamikos pobûdá, 
ðià dinamikà galime modeliuoti nebûtinai antros eilës 
diferencialine lygtimi. 

Pastebësime, kad n-kartinis (1) funkcijos diferen-
cijavimas duoda tik keturias tiesiðkai nepriklausomas 
funkcijas. Tai reiðkia, kad bet kokios keturios tiesiðkai 
nepriklausomos funkcijos sudaro aproksimuojanèiø 
funkcijø bazæ. Ðiuo atveju diferencialinë evoliucinë 
lygtis bus tokia:

                                                                        

èia N = N(t) ir NI – iðvestinë laiko atþvilgiu esant pra-
dinëms sàlygoms Koði formoje: 

                                           

èia N0 – pradinis ligø skaièius,        – pradinio ligø skai-
èiaus greièio pokytis,    ir    – antrosios ir treèiosios 
eilës pradinio ligø skaièiaus iðvestinës. Mirtingumo 
prieþasèiø dinamikos matematiná modelá sudaro (2) 
evoliucinë lygtis esant (3) pradinëms sàlygoms ir (1) 
sprendiniui.

Ástaèius (1) funkcijà á (2) lygtá galima ásitikinti, kad 
(1) funkcija yra (2) diferencialinës lygties sprendinys. 
Atkreipsime dëmesá, kad koeficientai (2) diferenciali-
nëje lygtyje priklauso tik nuo biologinio laiko mastelio 
k pasirinkimo. Þinant, kad             , gauname, kad pa-
rametrai  a, b ir c yra glaudþiai susijæ su (3) pradinëmis 
sàlygomis: 

                                                        
                                                                    

Á (4) sistemà ástaèius pradines sàlygas, parametrai a, 
b, c sprendþiant gali bûti iðreikðti:

                                           

                                                                          

Matome, kad (1) formulëje aproksimuojanèiø funkci-
jø parametrai gali bûti iðreikðti per (2) evoliucinës lygties 
(3) pradines sàlygas. 

IÐVADOS
1. Gautos funkcijos leidþia atlikti interpoliacijà ir 

ekstrapoliacijà nustatant mirtingumo prieþastis ne tik 
tais þmogaus gyvenimo momentais, kai buvo atliktas 
mirtingumo monitoringas, taip pat ir bet kokiu laiko 
momentu tiriamoje amþiaus grupëje bei uþ jos ribø. 

2 pav. Statistiniø mirtingumo prieþasèiø duomenø (simboliai) 
ir aproksimuojanèiø funkcijø (linija) palyginimas.

(5)

(2)

 (3)

 
(4)
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2. Galima parodyti, kad nelyginiai diferencialinës 
evoliucinës lygties nariai susieti su „energijos iðskaidy-
mu“, pvz., ketvirtosios eilës (2) evoliucinëje lygtyje nariai 
su pirmàjà ir treèiàjà iðvestinëmis turi disipaciná pobûdá. 
Tai reiðkia, kad keièiant (2) diferencialinëje lygtyje nariø 
koeficientus galima nustatyti kokybiná aproksimuojanèiø 
funkcijø pokytá. 

3. Diferencialinë evoliucinë lygtis gali bûti suvesta 
á dviejø susijusiø antros eilës diferencialiniø lygèiø si-
stemà, taèiau parametrø skaièius joje nesumaþës. 

4. Turëdami duomenis apie þmoniø mirtingumo 
prieþasèiø pasiskirstymà skirtingoms epochoms galëtu-
me kurti detalesná modelá, kurio diferencialinë lygtis bûtø 
iðreikðta dalinëmis iðvestinëmis. Sudarytas matematinis 
modelis leistø numatyti ir prognozuoti mirtingumo prie-
þasèiø dinamikos tendencijas.
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ELEMENTS OF THE MATHEMATICAL ANALYSIS OF HUMAN 
MORTALITY CAUSES
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Summary 
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function, Differential equation

The paper deals with the analysis of indices of human mortality 
causes in the EU member states. The analytical approximating func-
tions, their parameters and the corresponding Pearson’s correlation 
coefficients varying between 0,907 and 0,998 (mean r = 0,976±0,042) 
have been found. An evolutionary 4th-order ordinary differential equa-
tion has been obtained, the proposed class of functions being its solu-
tions. A correlation between the initial conditions of the evolutionary 
equation and parameters of the approximating function is determined. 
The possible further development of this model is briefly discussed. 
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